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Exemplo 1

E realizado o seguinte experimento em varetas: para valores fixados de
temperatura sio mensurados os valores do modulo de Young (YY) [- 3000]
(Ku, 1969). Os resultados sdo

Tabela 1: Experimento em varetas

Temp Young (-3000) Temp Young (-3000)

500 328 750 174, 175, 154
550 296 800 152, 146, 124
600 266 850 117, 94

603 260, 244 900 97, 61

650 240, 232, 213 950 38
700 204, 203, 184 1000 30,5
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Figura 1: Grafico de dispersdo



Regressao

e Temperatura é a variavel explanatéria, denotada por X

e Modulo de Young é a variavel resposta, denotada por Y



Regressao

A Regressdo de Y dado X é definida como
H(x) = E(Y | X = x) (1)
Se
pu(x) = a+ Bx (2)

temos uma Regressao Linear Simples.



Regressao Linear Simples

Em
u(x) = a+ Bx (3)
« e [ sdo os coeficientes da regressdo

e « é denominado intercepto e corresponde ao valor da reta quando
x=0

e /3 & denominada inclinacdo. Como

Ap(x) = pBAx (4)
_ Apx)
b= A ®)

entdo 3 & a mudanca na esperanca condicional de Y quando X
muda em uma unidade (Ax = 1).



Modelo de Regressao Linear Simples

O modelo de Regressio Linear Simples é definido como:
Y=a+8x+e (6)

onde £ é uma variavel aleatéria com E(¢) = 0. Usualmente, para fazer
inferéncia supomos que

e~ N(0,0?) (7)
Ent3o, para cada valor de x

Y|x ~ N(a + Bx,0?) (8)



Estimacido da Reta de Regressao

Seja a amostra (x1,y1), - - -, (Xn, ¥n). Supondo que
u(x) = o+ Bx (9)

Como estimar « e 3 a partir dos dados?

Método de Minimos Quadrados



Reta de Minimos Quadrados

e Os dados sdo
(x1,51), -+ -+ (Xn, ¥n)
e A reta estimada é
(x) = &+ Bx . °
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Reta de Minimos Quadrados

e Os dados sdo
(x1,51), -+ -+ (Xn, ¥n)
e A reta estimada é
Alx) = &+ fx J 5
e Os residuos sido: —
e =y 7(64 + BX,) | e &
e Critério: minimizar _ 4
Q=>1",¢€ T T T T T
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Exemplo 1
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Figura 2: Grafico de dispersdo e reta de regressio estimada 10



Exemplo 1

e Reta estimada
fi(x) = 628.629 — 0.614x (10)

e Se x aumenta em uma unidade ent3o a resposta média de y diminui
em 0.614

e Qual o valor da reta estimada em x = 8107
/i(810) = 628.629 — 0.614 x 810 = 131.289 (11)
e Qual o valor do residuo para o ponto (x, y) = (500, 328)?

e =328 — [i(500) = 328 — (628.629 — 0.614 x 500) = 6.371 (12)
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Reta de Minimos Quadrados

Para minimizar Q = Y_7_, €? onde ¢; = y; — & + (x;

e Derivar com respeito a & e igualando a zero (omitindo constantes)

n

dQ
0= == D e (13)

i=1

e Derivar com respeito a 5 e igualando a zero (omitindo constantes)

O= ZI’(; = Z €iXi (14)

=11

Resolver o sistema de duas equagdes e duas incégnitas (13)-(14)
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Reta de Minimos Quadrados

Os coeficientes estimados da reta sio

A Sy
B = SJ (15)
& = y—px (16)

onde

X1
il
™
x
-~
)

y =13y (18)
G = Z(X,-—)‘()z (19)
Sy = > (xi—X)i—7) (20)
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Reta de Minimos Quadrados

e Como o coeficiente de correlagdo é

r = SXy s (21)
V/ SxxSyy
entao
A S
B=r S” (22)

e A reta passa pelo ponto (x,y). Com efeito,

AR) = a+fBx (23)
(7 — B%) + Bx (24)
=y (25)
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Inferéncia

Seja o modelo de regressdo linear simples
Yi=o+Bx +¢€; (26)

onde as perturbacoes (erros) ¢;, sdo independentes com ¢; ~ N(0, 0?)

A seguir discutiremos trés problemas:

15



Inferéncia

1. Inferéncia para a inclinacao 3.

Vamos supor que o interesse é testar
Ho:5=0 vs Hy: 5 #0. (27)

Para isso, podemos usar a estatistica de teste

B
t = v 28
ep(B) (n—2) (28)
onde
() = — (29)
£ 27:1 ei2
& P (30)
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Inferéncia

Também podemos calcular um intervalo de confianga (1 — v)%:
B+ ep(B) X taz.2 (31)

Exemplo 1
Como B =—-0614 e ep(ff) =0.018 entdo t=34.85

Adicionalmente, um intervalo de confianca 95% para (3 é

—0.614 + 0.018 x 2.07 = (—0.651, —0.577) (32)
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Inferéncia

2. Intervalo de confianca (1 — v)% para a reta p(x) em um valor

X = X
fi(x0) = ep([i(x0)) X tr—2./2 (33)

onde
i) = &+ bxo (34)
ep(i(x) = /5 (XO;X’_()z (35)

Exemplo. Dados simulados com p(x) =1+ 5x e 0 = 12. Duas
amostras de n = 10 observacdes
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Inferéncia
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Figura 3: Dados simulados I. IC 95% para p(x) em cinza.
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Inferéncia

500
l

y
400
l

300
l

60 70 80 90 100

Figura 4: Dados simulados 1. IC 95% para j(x) em cinza.
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Inferéncia
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Figura 5: Intervalo de confianca 95% para a reta no Exemplo 1
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Inferéncia

3. Intervalo de previsdo (1 — v)% para a resposta y em um valor xj

VEW Xty 2 (36)

onde § = &+ fx e

W—&\/1+,17+(X0_)_()2 (37)

SXX

Exemplo 1
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Inferéncia
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Figura 6: Intervalos de confianga para a reta (em cinza) e y (tracejado) no
Exemplo 1 23



Coeficiente de Determinacio

Para o modelo utilizado temos a seguinte Decomposicdo da Soma de

Quadrados:
SQT = SQReg + SQE (38)
onde
SQT = Y (Yi— V) (39)
i=1
SQReg = Z( Y: — Y)? (40)
i=1
SQE = Y (Yi- Vi) (41)
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Coeficiente de Determinacio

O Coeficiente de Determinacdo, R?, é a porcdo da variabilidade de Y
explicada pela regress3o:

SQReg SQE
2 _ — —
R = SQT SQT’ 2)
e satisfaz
0<R*<1. (43)

Usualmente & expresso em porcentagem.
Exemplo 1
R? =0.98
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Analise de Residuos

Temos suposto que as perturbacgdes ¢; sdo independentes com
2
ei ~ N(0,0°)

Os residuos s3o:
e =y — & — Bx

e os residuos padronizados:

2
o

b

Quando o modelo de regressdo linear simples esta corretamente
especificado os residuos padronizados s3o aproximadamente
independentes com distribuicdo N(0,1). Nesse caso, o grafico dos

residuos n3o indica nenhum padrdo. Caso contrario devemos questionar a
validez das suposi¢cdes do modelo de regressio linear simples.
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Exemplo: Dados de Anscombe

Tabela 2: Dados de Anscombe

I [l [ A%
X y X y X y X y
10 804|110 914 |10 746 | 8 6.58
8 69| 8 814 | 8 677 | 8 576
13 758 |13 874 |13 1274 | 8 7.71
9 881 9 877 | 9 711 | 8 8.84
11 833 |11 926 |11 781 | 8 847
14 99 |14 810 |14 884 | 8 71.04
6 724 6 613 | 6 608| 8 525
4 426 | 4 310 4 539 |19 1250
12 1084 |12 913 |12 815| 8 556
7T 482 | 7 726 7 642| 8 791
5 568| 5 474 5 573 8 6.89
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Exemplo: Dados de Anscombe |

I
— ° 5 N
— e]
(o] o
N
o — = o - o e
° o
=
o — e}
> o o go—----o—‘s-—o
[ N p—
o o
=}
© — 3 T
[7p] -]
nw = Q °
o (I\l_
o
<
T T T T T T T T
4 8 12 4 8 12
X X

Figura 7: Dados de Anscombe | 28



Exemplo: Dados de Anscombe II
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Figura 8: Dados de Anscombe Il 29



Exemplo: Dados de Anscombe Il
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Figura 9: Dados de Anscombe Il 30



Exemplo: Dados de Anscombe

Figura 10: Dados de Anscombe. Reta estimada: ﬂ(x) = 3.00+0.50x, r = 0.82
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Figura 11: Dados simulados 32



Figura 12: Dados simulados e reta de minimos quadrados 33



Confundimento ou viés por omissdo de variavel
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Figura 13: Dados simulados o



Exemplo 2

Estudo observacional

Interessa explicar o salario em termos da educagao

e salario é medido em unidades monetarias e educacdo em anos de
estudo

Fonte: Dougherty
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Figura 15: Exemplo 2. Dados e grafico de residuos padronizados (a direita)
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Exemplo 2

e Presenca de heteroscedasticidade

e Sera aplicada uma transformacio na variavel resposta. Usando o
logaritmo obtemos interpretabilidade.
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Figura 16:
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Exemplo 2

Y = log(salario), X = educ

Estimativas de minimos quadrados, erros padrdes e t-ratios

&4 =1810 ep(a)= t=14.4 (45)

B =0.065 ep(/i) 0.008 t=5.8 (46)

O salario médio aumenta em 100 x 0.065% = 6.5% por cada ano

adicional de educacdo
e R2=0.11

Necessidade de incluir outras variaveis explanatérias: sexo,

experiéncia, ...
Regressao Maltipla
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