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Variaveis Aleatorias Continuas

- Variaveis aleatodrias discretas: v.a. com valores possiveis enumeraveis. Soma
das probabilidades de todos os valores possiveis igual a 1.

- Variaveis aleatdrias continuas: v.a. com valores possiveis em um intervalo no
conjunto de numeros reais.

Exemplo: tempo para finalizar um experimento, peso de uma pessoa, dura¢ao
de uma chamada telefénica, tempo de vida de uma lampada, etc...

Para esses tipos de quantidades, nao é possivel associar frequéncias pontuais
tais que a soma de todas seja igual a 1.

- Surge entao o conceito de "fung¢ao de densidade de probabilidade" (f.d.p.).

Para cada v.a. continua, associamos uma func¢ao de densidade de
probabilidade.
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Exemplo: v.a. discreta

Distribuicdo de probabilidade de uma Bin(10, p), comp = 0.2,0.5 e 0.8.

Bin(10,0.2) Bin(10,0.5) Bin(10,0.8)
0.30 0.30 0.30
0.25 0.25 0.25
0.20 0.20
0.15 0.15
0.10 0.10
0.05 0.05
0.00 - 0.00 -
10 0
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Exemplo: v.a. discreta

IMECC

0.6

p(x)

Distribuicao de Probabilidade
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Exemplo: v.a. continua

Média=2, DP=2 Média=2, DP=4
0.20 0.20
0.15 0.15
0.10 0.10
0.05 0.05
0.00 - 0.00 -
[ I I | [ I I |
5 0 5 10 5 0 5 10
X X
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Variaveis Aleatorias Continuas

Definicdo: a funcdo de densidade de probabilidade de uma v.a. X é uma funcdo
f que verifica:

- f(x) >0, VxeR;e
| / f(x)dx = 1 (f é integravel).

Toda v.a. X a qual seja possivel associar uma func¢ao de densidade de
probabilidade sera chamada de v.a. continua.
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Variaveis Aleatorias Continuas

A probabilidade de que uma v.a. X continua pertenca a um intervalo da reta (a,b], a < b é dada por:

b
Pla< X <b) = / f(x)dx.

[

f(x)

Obs: Quando X év.a.continuaPla < X <b)=Pa<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b).
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Variaveis Aleatorias Continuas

Notacdo: se X v.a. continua com funcdo de densidade de probabilidade f, no
lugar de f denotaremos fx.

A probabilidade de que uma v.a. X continua pertenca ao intervalo da reta
(—o0, x] daremos o nome de funcao de distribuicao acumulada (f.d.a.), e a
denotaremos por Fy

Fx(x) = P(X < x) = /x Jx(wdu.
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Variaveis Aleatorias Continuas

Exemplo: X v.a. continua com funcao de densidade:

-

X 0<x<l,
fx(x)=42—-x 1<x<L2,
L0 caso contrario.

Pela definicao de funcao de densidade:

Jx(x) 20, VxeR

2 1 >
/ fx(X)dx = / xdx + / 2—-x)dx=1.
0 0 1

0.8
Podemos também calcular P(0 < X < 0.8) = / xdx = 0.32.
0

]
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Variaveis Aleatorias Continuas

Propriedade: toda v.a. X continua (ou seja, que possui fy como funcédo de
densidade) tem probabilidade pontual nula: P(X = x) = 0.

A funcdo de distribuicdo acumulada Fx(x) = P(X < x):

- caso discreto:

Fx(x) = PX <x) = ) P(X = x);

X; <x

- caso continuo:

Fx(x) = P(X <x) = /x Jx(w)du.
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Exemplo

Dada a fungao

0 se x<0,

¢ se x> 0.

fx(&x) = {

1. Mostre que esta € uma funcao de densidade de probabilidade.

2. Calcule a probabilidade de X > 10.

Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Basica 5¢ edicdo, pag 166.
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Exemplo (solucao - item 1)

Uma funcdo de densidade de probabilidade deve satisfazer as seguintes
propriedades:

1. fx(x) > Oparatodox € R; e

2. /oofX(x)dx = 1.

Note que e é positiva para qualquer x e, consequentemente, 2¢~%* também.

Resta mostrar que sua integral é 1:

/ e dx = —e .
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Exemplo (solucao)

1. Note que a funcdo estd definida nesta forma parax > 0; parax < 0, ela é0.

Entdo, a integral é:

/ fX(x)dx—/ de+/ e~ dyx
—2x

= hm —e 2x - (—e‘o) = 1.

X— 00

2. A probabilidade é dada por:

= 1
P(X > 10) = / 2 *dx = lim —e™ — (_e—leo) = —.
1

0 X—>0
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Esperanca

Definicdo: seja X uma v.a. continua com densidade fy, a esperanca de X é dada
por:

E(X) = /Oofo(x)dx.

(0 9)

Defini¢do: seja X uma v.a. continua com densidade fx, o k-ésimo momento de
X é dado por:

E(X*) = /OO xkfX(x)dx.

(0 9)
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Variancia

Definicdo: seja X v.a. com valor esperado E(X), definimos por variancia, a
quantidade:

Var(X) = E(IX — EX)]?) = E(X?) — [EX)]* .
E definimos como desvio-padrao:

o=/ Var(X).

Note que assim como no caso discreto, ambas as quantidades oferecem
medidas de dispersdo da variavel X em relacdo ao valor esperado [E(X).

n
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Exemplo

Para a funcdo fy seguinte, calcular E(X) e Var(X):

(X 0<x<l,
fxx)=<42—-x 1<x<2,
L0 caso contrario.
Solucao:
% 1 2
E(X) = / xXfx(x)dx = / x?dx + / x(2 —x)dx =1,
—0 0 1

Var(X) = / 0O[x — EQOP fx(x)dx = / oo(x — 1)*fx(x)dx = é
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Exemplo

Uma variavel aleatéria X tem distribuicdo triangular no intervalo [0, 1] se sua
f.d.p. for dada por

[ 0 se x<0,
Cx se 0<x<L1/2,
Cl—-x) se 12<x<1,

g 0 se x> 1.

Jx(x) = <

1. Qual valor deve ter a constante C?
2. Faca o grafico de fx(x).
3. Determine P(X < 1/2),P(X > 1/2)e P(1/4 < X < 3/4).

Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Basica 5 edicdo, pag 166.
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Exemplo

Item 1 - Devemos escolher C de modo que f(x) satisfaca:

* fx(x) > Oparatodox € R; e
C [T fx@dx = 1.

Pela primeira condicdo, temos que C > 0. Agora, para que C satisfaca a segunda condicdo, devemos
integrar fx(x):

%) 0 1/2 1 (%)
/ fx()dx =/ de+/ dex+/ C(1 —x)dx+/ Odx
—00 —00 0 1/2 1
1/2 1 < 2 1/2 21!
=C/ xa’x+C/(1—x)dx=C [— x——]
0 172 2 2 |in

+
1 1 1 1 C

0
8 2 2 8

.. C deve serigual a 4.
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Exemplo

Item 2 - Funcdo de densidade fx(x):

2.0
1.5 —

1.0

f(x)

0.5

0.0

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
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Exemplo

Item 3 - Para encontrarmos as probabilidades dos eventos, basta integrar nas regides correspondentes:

172 172
PX <1/2) = fx(x)dx = / dxdx = 1/2.
0 0

2.0

1.0

f(x)

0.5

0.0 1

-02 00 02 04 06 08 1.0 1.2

X

Noteque P(X > 1/12) =1 -PX L 1/2) =1-1/2 = 1/2.
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Exemplo

3/4 172 3/4 3
P(1/4 < X <3/4) = fx(x)dx = / dxdx + / 41 —x)dx = —.
1/4 1/4 1/2 4

2.0 —

1.5

f(x)

1.0

0.5

0.0

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
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Exemplo

Calcule a esperanca, a variancia e a f.d.a. da variavel aleatéria X com a
densidade triangular em [0, 1].

Fonte: Morettin & Bussab, Estatistica Basica 5 edicdo, pag 171.

Temos que,

0 12 1
E(X) = / xfx(x)dx = / xdxdx + / x4(1 — x)dx
_ 0 1/

o0 2
43
3

12 1
2 1
+ [—x2(3 - 2x)] = _.

0 3 12 2

]
iMECC
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Exemplo
E,

Var(X) = / °°<x — E(X))*fx(x)dx

12 12 1 1\2
:/ (x——>4xdx+/ (x——>4(1—X)dx
0 2 12 2

1

4 1,1 8% 5
= [x4 - —x + —x2] +|=x"+ - - Sx*+x

3 2 Jo 3 2 12
1
247
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Exemplo

A funcdo de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatodria continua é dada
por

FX(X)=/ fx(t)dt.

Temos que parax € [0, 1/2), Fx(x) é dada por

Fx(x) = / Atdt = 2x°.
0

Parax € [1/2, 1], a acumulada é dada por

1/2 X
Fy(x) = / Atdt + / A4(1 — H)dt = =2x> + 4x — 1.
0 1/2

n
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Exemplo

Para valores de x > 1, a acumulada assume valor 1. O grafico de Fx(x) é dado
por:

1.5
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Distribuicao Uniforme



U

niforme

- Dizemos que a v.a. X tem distribuicdo Uniforme no intervalo [a, b], a < b se

a funcdo de densidade de probabilidade fx é dada por:

T
X\WX) =
0

caso contrario.

* Notacdo: X ~ Ula,b]louX ~ U(a,Db).

+ Calculo da funcdo de distribuicdao acumulada:

]
iMECC

(0 x < a,
Fx(x) =4 [ s=dt = 3= a<x<b,
! x> b.
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Uniforme

Graficos da funcdo de densidade de probabilidade e da funcdo de distribuicao
acumulada:

V

Q- = =
o4 - =
x
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Esperanca e Variancia

* Cdlculo da E(X):

B b 1 _ (b+a
[E(X)—/a x(b_a)dx— ;-

* Célculo da Var(X):

b 2 2
1 (a“ + ab + b*)
[E(Xz):/ xz(b_a)dxz ; :

Var(X) = E(X?) — [E(X)]?
_(@+ab+b*) (b+a)’ _ (b—a)
- 3 4 12
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Exemplo: peca de aco

A dureza H de uma peca de aco pode ser pensada como uma v.a. com

distribuicdo uniforme no intervalo [50, 70] da escala de Rockwel. Calcule a
probabilidade de que uma peca tenha dureza entre 55 e 60.

A densidade de uma U[50, 70] é dada por:

1 _ 1
Fu(h) = 4 T0-50 T 20 S0 < x <70,
0 caso contrario.

Portanto, a probabilidade de uma peca ter dureza entre 55 e 60 é:

60

1 1 1
P(55<H<60):/ —dh = —(60 — 55) = — .
s 20 20 4
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Exemplo

Seja X uma variavel aleatéria distribuida uniformemente, com média 15 e
variancia 25/3.

* Encontre a funcdo de densidade de X.

* Qual é a probabilidade que X > 14?
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Exemplo

Lembre-se que a esperanca de uma v.a. uniforme em [a, b] é dada por

a+b
E(X) = :
()=~
e sua variancia por
(b —a)®
Var(X) = :
ar(X) T

Temos, portanto, o seguinte sistema:

@b = 15 { a+b 30
2 —
(b-a)* _ 25 (b—a)* = 100

12 3
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Exemplo

Ou simplesmente (vocé é capaz de dizer por que tomamos a raiz positiva
apenas, neste sistema nao-linear?)

a+b = 30
b—a = 10

O sistema tem solucdo a = 10, b = 20, o que nos mostra que X ~ U[10,20] e

45, 10 < x < 20;
Jx(x) = o
0, caso contrario.

Entdo, a probabilidade de X > 14 é dada por

20
L (20— 14)
PX > 14):/ —dx = 0.6.
. 10 10
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Distribuicao Exponencial



Exponencial

- Dizemos que uma v.a. X possui distribuicdo exponencial com parametro A (
A > 0) se a funcdo de densidade de probabilidade fx é dada por:

le™ x>0,

Jx(x) = { L
0 caso contrario.

* Notacdo: X ~ Exp(A).

+ Calculo da funcdo de distribuicdao acumulada:

{ fox leMdt=1—e*™ x>0,
0

caso contrario.

Fx(x) =
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Distribuicao Exponencial

Graficos da funcdo de densidade de probabilidade (esquerda) e da funcao de
distribuicdo acumulada (direita) de X ~ Exp(0.5):

Funcao de Densidade de Probabilidade Funcao de Distribuicao Acumulada
0.5 - 1.0
0.4 0.8
0.3 __ 0.6
X ka3
02 - " 04 A
0.1 0.2
0.0 0.0
T T T | | | | | T T T | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 0 2 4 6 8 10 12 14
X X
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Esperanca e Variancia
* Cdlculo da E(X):
E(X) = / xde M dx = 1 :
0 p
* Célculo da Var(X):

E(X?) = / x?le ™ Mdx = —,
0

2
= 2 — 2 = —
VarX) = EX*) = [EQF = 5 = 5 = 5.
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Exemplo: componente eletronico

O tempo de vida, X, em horas, de um componente eletrénico segue uma
distribuicdo exponencial de tal forma que P(X < 1000) = 0.75.

Qual é o tempo médio de vida do componente?
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Exemplo: componente eletronico

Sabemos que se X ~ Exp(A), entdo
Fy(x) =PX <x)=1—¢*
eE(X) =271,

Basta entdo observarmos que

_ In(4)

= = 0.0013863 .
1000

PX<1000)=1—-¢M =075 o 2}

Concluimos entdo que o tempo médio de vida, E(X), é igual a
1/0.0013863 = 721.35 horas, e que 75% dos componentes duram 1000 horas
ou menos.
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Exemplo: tubos de TV

Um antiga fabrica de tubos de TV determinou que a vida média dos tubos de sua
fabricacdo é de 800 horas de uso continuo e segue uma distribuicdo
exponencial.

Qual a probabilidade de que a fabrica tenha que substituir um tubo
gratuitamente, se oferece uma garantia de 300 horas de uso?
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Exemplo: tubos de TV

X: vida util do tubo de TV.

Como X tem distribuicdo exponencial com parametro 4 e E[X] = 800, temos:

1

1
ElX] =+ = = —-.
[ X] P 3800 — A 200

1 -
——e 30, x>0;
Entao, a f.d.p. é dada por fx(x) = { 800

0, caso contrario.

Se X < 300, a fabrica tem que substituir gratuitamente.

300

0 x x 1300
P(X < 300) = / ——e¢ wmdx = |—e"w |~ =03127.
0

]
iMECC
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Exemplo: produto alimenticio

A f.d.p.

27 x>0,

0 caso contrario.

fx(&x) = {

representa a distribuicdo do indice de acidez (X) de um determinado produto
alimenticio.

O produto é consumivel se este indice for menor do que 2.

O setor de fiscalizacdo apreendeu 30 unidades do produto. Qual a probabilidade
de que pelo menos 10% da amostra seja impropria para consumo?

n
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Exemplo: produto alimenticio

Produto liberado para consumo se: P(X < 2) = /02 2e X dx = [—e‘zx]é = 0.98.

Produto ndo consumivel com probabilidade 1 — P(X < 2) = 0.02 = p.
Seja Y: nimero de unidades impréprias para consumo na amostra de 30.

Entao,
Y ~ Bin(30, 0.02).

Probabilidade de que pelo menos 10% de uma amostra de 30 unidades seja impropria:

PY>3)=1-PY <3)
=1 —[P(Y=0)+P(Y = 1)+ P(Y = 2)]

=1- [(30()) (0.02)°(0.98)*° + (31()) (0.02)!(0.98)*° + <320> (0.02)?(0.98)%®

= 0.022.
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Leituras

+ Ross: secOes 6.1 e 6.2.
- Magalhdes: capitulo 6.

Slides produzidos pelos professores:

- Samara Kiihl
- Tatiana Benaglia
- Larissa Matos

- Benilton Carvalho
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http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/B9780123743886000065

