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Probabilidade



Experimento: Lancamento de 3 moedas

Lancar 3 moedas honestas simultaneamente, e observar a face voltada )
para cima. )

Q= {(CCC),(CCX), (CXO),( XCO), (XXO),(XCX), (CXX),(XXX)} -

Moedas honestas, entdao cada elemento do espa¢o amostral tem igual
probabilidade de ocorrer: 1/8

Qual é a probabilidade de obtermos 3 caras?

A = {(CCC)}

P(A) = numero de elementos em A B 1
~ namero de elementos em Q@ 8

e
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Experimento: Lancamento de 3 moedas

Qual a probabilidade de obtermos pelo menos 2 caras?

B = {(CCC),(CCX),(CXO),(XCO)}

numero de elementos em B 4 1
P(B) = =

ndmero de elementos em Q 8 2

4/48



Jogo de dados

Dois dados honestos sao langados simultaneamente 0

L

O jogador deve escolher uma das duas op¢des antes do lancamento
dos dados. Caso a op¢ao escolhida ocorra, ele sera o vencedor.

As duas opc¢des sao:
-+ Opc¢ao A: Soma das duas faces éigual a 7;

+ Opc¢ao B: Maior valor obtido nos dois dados seja no maximo 3.

Qual das duas possibilidades ele deve escolher?
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Jogo de dados

Dois dados honestos sao langcados simultaneamente O

Espaco amostral:
(1,1)  |(1,2)  [(1,3)  |[(1,4)  [(1,5) [(1,6) e

(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) |(2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) |(3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) |(4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) |(5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) |(6,6)

Dados honestos, entdo cada elemento do espaco amostral tem igual
probabilidade de ocorrer: 1/36
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Jogo de dados

Opcao A: Soma das duas faces é igual a 7.

A = {conjunto dos pares (i,j) taisque i +j = 7}

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) (1,6)
(2,1) (2,2) (2,3) (2,4) (2,5) (2,6)
(3,1) (3,2) (3,3) (3,4) (3,5) (3,6)
(4,1) (4,2) (4,3) (4,4) (4,5) (4,6)
(5,1) (5,2) (5,3) (5,4) (5,5) (5,6)
(6,1) (6,2) (6,3) (6,4) (6,5) (6,6)

A =1{(1,6),(2,5),3,4),4,3),5,2),(6,1)}

P(A) =

namero de elementos em A 6

nimero de elementosem Q36
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Jogo de dados

Opcao B: Maior valor obtido nos dois dados seja no maximo 3.

B = {conjunto dos pares (i,j) taisque i < 3ej < 3}

(L) | (L2 (1,3) (1,4) | (1,5) | (1,6)
2,1 | 22 (23 (2,4) | (2,5) | (2,6)
G.1) | (3.2 (3.3 (3,4) | 3,5 | (3,6)
4,1 | 42 | 43) | 44 | @45 | 4.6
G | 52 | 653) | 54 |65 ] (56
6,1 | 6,2) | (6,3) | (6,49 | (65 | (6,6

B=1(1,1),(1,2),01,3),2,1),2,2),(2,3),3,1),3,2),3,3)}

P(B) = numero de elementos em B B 9 B 1
~ namero de elementosem Q 36 4

Como P(A) < P(B) é mais vantajoso escolher a opcdo B.
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Regras de Contagem



Regras de contagem

Espaco amostral finito Q = {wq, ..., w, } com elementos equiprovaveis,
entao:

namero de elementos no evento A

P(A) = :
“4) numero de elementos no espaco amostral

Precisamos conhecer regras de contagem para calcular probabilidade de
eventos.

Exemplo: Em um grupo de 100 pessoas, 2 sao daltdnicas. Dez pessoas sao
escolhidas ao acaso e sem reposicao. Qual a probabilidade de escolhermos
apenas uma pessoa dalténica?

De quantas maneiras podemos selecionar 10 pessoas a partir de um grupo de
100 pessoas, sem reposicao?
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Regra da adicao

Regra da adicao: suponha que temos dois procedimentos possiveis para
executarmos uma tarefa, ou seja, basta executarmos um dos dois
procedimentos para que a tarefa tenha sido executada.

O procedimento P tem n; formas de ser executado e o procedimento P, tem
n, formas de ser executado.

O total de maneiras para executarmos a tarefa é entdao dado por n; + n,.
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Regra da adicao

Exemplo: Entre as opc¢des de sobremesa de um restaurante, vocé pode escolher
entre sorvete e torta.

Ha dois sabores de torta: baunilha ou cereja.
Ha trés sabores de sorvete: morango, chocolate e creme.

Quantas opc¢des vocé tem no total?

Vocé pode escolher torta OU sorvete, entdo existem 2 + 3 = 5 opc¢des.
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Regra da multiplicacao
Regra da multiplicacdo: suponha que para realizarmos uma tarefa temos que
executar dois procedimentos, denotados por P; e P,.

O procedimento P tem n; formas de ser executado e o procedimento P, tem
n, formas de ser executado.

O total de maneiras para executarmos a tarefa é dado por n; X n.
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Regra da multiplicacao

Exemplo: Vocé vai no Spoleto e vé no cardapio “Monte sua Massa”.

Farfale Bambini Bolognesa
Fettuccine Normal Branco
Fusili Integrale Mamma Funghi
Penne 4 Queijos
Spaghetti Tomate

Quantas opc¢des de pratos vocé tém no total?

Vocé pode criar 5 X 3 X 5 X 2 = 150 pratos diferentes.

]
iMECC
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http://www.spoleto.com.br/monteseuprato/massas?refogar=1

Exemplo: Sobremesas

Vocé volta no mesmo restaurante das tortas e sorvetes. Ha dois sabores de torta
(baunilha ou cereja) e trés sabores de sorvete (morango, chocolate e creme).

Apenas aos sabados, o restaurante oferece a “Torta da Casa”, que é uma torta
com sorvete em cima. Aos sabados, quantas op¢des de sobremesa vocé tem no
total?

- 2+ 3 = 5 opcdes caso ndo escolha “Torta da Casa”.

+ 2 X 3 = 6 opcbes de “Torta da Casa”.

Total: 11 opc¢des de sobremesa.
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Exemplo: Placa de carro

De quantas formas diferentes podemos escolher a placa de um carro, tendo
essa 3 letras e 4 numeros?

2626 X226 X 10 x 10 x 10 x 10 = 175.760.000

E se ndo pudesse haver repeticao de letras e numeros?

26X25x24 X 10x9x 8 x 7 =78.624.000
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Subconjuntos de um conjunto finito

Um conjunto com n elementos tem 2" subconjuntos.

Exemplo: Formar S C {a, b, c}.

ae S a¢ S

SN SN

beS b¢S beS b¢ S

/ N\ / N\ / N\ / N\

ceS c¢c¢S ¢ce€S c¢S ceS c¢c¢S c¢ce€S c¢S

L e A A
{abch {ab} {ac} {a (b {b} (e} 2
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Permutacao

Suponha que tenhamos uma colecdo O = {wy, wy,...,w,} de n objetos. De
guantas maneiras podemos permutar (dispor) estes elementos?

O numero de maneiras que podemos fazer isto € denominado permutacao.

Suponha que temos n caixas e queremos dispor os n objetos de O nessas
caixas.

n n-1 n-2 et 1

Aplicando a regra da multiplicacao, temos que o numero de maneiras de
permutar n elementos é:

nXn-1)x...x1=n!
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Exemplos

Exemplo 1: Se tivermos trés CD’s (a, b e c). De quantas formas
diferentes posso distribui-los para trés amigos? -
3=3X2Xx1=6

Ou seja, temos as seguintes permutacoes:

abc, ach, bac, bca, cab, cba

Exemplo 2: Quantos anagramas podemos formar com a palavra ERVILHAS,
sendo que eles comecem com a letra E e terminem com vogal?

1 X6!x2=1440

Lell I L JL J0 10 1[a]
ou
S O A N N N N TR
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Permutacao

Suponha que queremos permutar n objetos, mas alguns deles sao
indistinguiveis.

Exemplo: Quantos anagramas podemos formar com a palavra PEPPER?
Seria 6! = 720, certo?
Mas note que P'E'P?P3E?R = P2ETP1P3E°R

Na verdade, existem 3!2! = 12 permutacées quer resultam no mesmo
anagrama

Portanto, o numero de possiveis anagramas distintos é:

6!

3121 = 90
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Permutacao

O numero de divisGes possiveis de n objetos distintos em r grupos distintos de
tamanhos respectivos ny,ny, ..., n, (n; + -+ +n, = n) e

n n!
— b
ny,Nno, ..., N, n'!'n! ... n!

que é chamado um coeficiente multinomial.
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Arranjo

Suponha que tenhamos uma colecdo O = {wy,w,...,w,} de n objetos.
De quantas maneiras podemos escolher r destes elementos?
O numero de maneiras que podemos fazer isto € denominado arranjo.

Suponha que temos r caixas e queremos dispor os n objetos de O nessas
caixas.

n n-1 n-2 | n-r+
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Arranjo

Aplicando a regra da multiplicacao, temos que o numero de maneiras de
arranjar n elementos em r caixas é:

nXn—-—1X..X(n—r+1)= n = A(n,r)
(n—r)!

Exemplo: Se tivermos os objetos a, b, ¢ e d, de quantas maneiras podemos
escolher 2 elementos:

41
4 —2)!

A4,2) = — 12,

que seriam as seguintes: ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc.
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Combinacao

Suponha que tenhamos uma colecdo O = {wy,w,...,w,} de n objetos.

De quantas maneiras podemos escolher r destes elementos sem considerarmos
a ordem?

O numero de maneiras que podemos fazer isto € denominado combinacao.

O numero de maneiras de alocarmos os n objetos em r caixas é:

n!

AL =

Como a ordem ndo importa, apés alocarmos os r objetos, temos r! formas de
permuta-los.
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Combinacao

Entdo o numero de maneiras de escolhermos r objetos sem importar a ordem
dentre n objetos é:

An, 1) _ n! _ <1:> — Cln )

r! rl(n —r)!

Exemplo: Se tivermos os objetos a, b, ¢ e d, de quantas maneiras podemos
escolher 2 elementos sem considerar a ordem?

C4,2) = <;l> = 6,

que seriam as seguintes: ab, ac, ad, bc, bd, cd.
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Exemplo

Sete atletas estdao competindo nas olimpiadas. O podium tem 3 lugares: ouro,
prata e bronze. Quantos pdédiuns podem ser feitos?

+ A ordem importa (ouro, prata e bronze):

TX6x5=210
A(7,3 7 210
+ A ordem nao importa:
7!
Cc(,3) = = 35

31(7 = 3)!
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Exemplo

Em um grupo de 100 pessoas, 2 sdo daltonicas. Dez
pessoas sao escolhidas ao acaso e sem reposicao.

Qual a probabilidade de escolhermos apenas uma
pessoa dalténica?

De quantas maneiras podemos selecionar 10 pessoas a partir de um grupo de
100 pessoas, sem reposicao?

100
C(100, 10) = < 10)

De quantas maneiras podemos selecionar 1 pessoa a partir de um grupo de 2
pessoas daltdnicas?
C2,1) = G)
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Exemplo

Em um grupo de 100 pessoas, 2 sao daltdnicas. Dez
pessoas sao escolhidas ao acaso e sem reposicao.

Qual a probabilidade de escolhermos apenas uma
pessoa dalténica?

De quantas maneiras podemos selecionar 9 pessoas a partir de um grupo de 98

pessoas com visao normal?

C(98,9) = (998>

Entdo, a probabilidade de escolhermos apenas uma pessoa daltdnica:
2\ (98
() ()
100
(o)
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Exemplo

Uma caixa contém 2 bolas vermelhas, 3 verdes e 2 azuis. Duas bolas sao
selecionadas aleatoriamente. Qual a probabilidade de que nenhuma bola seja

azul?

- Total de bolas: 7
* Maneiras de sortear 2 bolas dentre 7 bolas: C(7,2) = (;) = #_’2), =21

- A=sortear 2 bolas, nenhuma sendo azul.

5!

€(,2) = 205 -2)! 10

10
P(A) = —
(A4) 21
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Exemplo

Em uma classe, hd 15 meninos e 10 meninas. Trés alunos sao selecionados ao
acaso. Qual a probabilidade de sortear 1 menina e 2 meninos?

- Maneiras de sortear 3 alunos dentre 25:
25 25!
C(25,3) = (3) = 3125-33)! — 2300

- A=sortear 1 menina e 2 meninos.

C(10,1) = foenr = 10 e C(15,2) = 5555 = 105

NUmero de elementos em A= C(10, 1) x C(15, 2) = 1050.

1050 21

PA) = —— =
W= 300 = 6
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Exemplo

Uma sacola tem 4 bolas brancas, 5 vermelhas e 6 azuis. Trés bolas sao
selecionadas ao acaso da sacola. Qual a probabilidade de que todas elas sejam

vermelhas?

- Total de bolas: 15
- Maneiras de sortear 3 bolas dentre 15 bolas:

C(15,3) = (5) = 3iiamgy = 455

- A=sortear 3 bolas vermelhas.

5!
C5,3) = = 10
©.3) 3!1(5 = 3)!
10 2
PA) = — = —
“4) 455 91
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Aniversarios no mesmo dia?

Nessa sala com mais de 100 alunos, quantas pessoas vocés acham que fazem
aniversario no mesmo dia?

Vocé faz aniversario no Sério?? Que dia?

mesmo dia que eu!

I
K

www.animtiras.blogspot.com

Eu aposto que existem pelo menos um par de pessoas que fazem aniversario no
mesmo dial!ll

Vamos verificar?
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Paradoxo do Aniversario

Para calcular a probabilidade de que em uma sala com n pessoas, pelo menos
duas possuam 0 mesmo aniversario: desprezamos varia¢des na distribuicdo, tais
como anos bissextos, gémeos, variacdes sazonais ou semanais, e assumimos
gque 365 possiveis aniversarios sao todos igualmente provaveis.

E mais facil calcular a probabilidade do evento A, definido como todos os n
aniversarios sao diferentes:

p(A):1.<1_L).<1_i)...<1_”_1)
365 365 365
365 - 364 --- (365 —n+1)

365"
365!

365" (365 — n)!
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Paradoxo do Aniversario

A segunda pessoa ndo pode ter o mesmo aniversario do que o primeiro

(364/365), o terceiro ndao pode ter o mesmo aniversario do que o segundo
(363/365), etc.

O evento de pelo menos duas pessoas entre n terem o mesmo aniversario

(chamaremos de evento B) é o complementar de todos n serem diferentes
(evento A).

Consequentemente, sua probabilidade é:

P(B) = 1 — P(A)
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Paradoxo do Aniversario

Qual é a probabilidade de pelo menos uma coincidéncia?

Probabilidade de pelo menos uma coincidéncia

Probabilidade

0.0 | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70

numero de pessoas (n)
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Amostragem



Amostragem

EU NAO OUVL...
AINDA ASSIM E
ALEATORIOZ

gs 37/48
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Amostragem Aleatdria Simples

Amostragem Aleatéria Simples (AAS) é um plano amostral no qual n unidades
sdo selecionadas de uma lista com N unidades, de tal forma que cada

combinacdo possivel das n unidades tenha a mesma probabilidade de ser
selecionada.

Ha dois tipos de AAS:
- AAS.: amostragem aleatéria simples com reposicao.

- AAS,: amostragem aleatéria simples sem reposicao.
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Selecao de Amostras

NUmero de amostras possiveis de n elementos de uma populagao de V.
- AAS.:N"
- AAS;:

(]Z) caso nao ordenado.

_N!

N—m1+ €3SO ordenado.
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Amostragem Aleatdria Simples

Exemplo: amostra de tamanho n = 2 de uma populacdo de tamanho N = 4.

Elementos da populacao: {A, B, C, D}

Usando AAS,., podemos obter: 4> = 16 amostras diferentes.

== 40/ 48
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Amostragem Aleatdria Simples

Exemplo: amostra de tamanho n = 2 de uma populacdo de tamanho N = 4,

Elementos da populacao: {A, B, C, D}

Usando AAS,, ordenada, podemos obter: 4!/(4 — 2)! = 12 amostras diferentes.

41/48
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Amostragem Aleatdria Simples

Exemplo: amostra de tamanho n = 2 de uma populacdo de tamanho N = 4,

Elementos da populacao: {A, B, C, D}

Usando AAS;, ndo-ordenada, podemos obter: (g) = 6 amostras diferentes.

AB, AC, AD,
BA;BC.BD,
CD,

DR

42/48
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Amostragem Aleatdria Simples

AAS: todas as amostras tém a mesma probabilidade de serem selecionadas.
A probabilidade de se selecionar cada amostra de tamanho n é:

- AAS.: 1/N"

- AAS;:

' 1/(N), caso nao ordenado.

' 1/(NN 7+ caso ordenado.
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Exemplo

Uma comissao formada por 3 estudantes tem que ser selecionada numa classe
de 20 alunos.

De quantas formas diferentes pode ser selecionada essa comissao?

20> 20!

= = 1140
3 31(20 — 3)!

C(20,3) = (

(sem reposicao e ordem nao importa)
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Exemplo

Um 6nibus possui 10 assentos disponiveis.

De quantas formas 7 passageiros podem ocupar os assentos?

10! 10!
10— 7). =? = 10X9IXx8XTX6X5%x4=:604800

(sem reposicao e ordem importa)

i
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Exemplo

Quantos numeros de 4 digitos podemos formar com os digitos 1, 2, 3, 4, 5, 6?

6* = 1296 (com reposicao)

Qual a probabilidade de se escolher um numero dentre os 1296 e este possuir os dois primeiros digitos
iguais entre si, e os dois ultimos, diferentes desses primeiros?

- Para o primeiro digito, temos 6 possibilidades.

- Para o segundo digito, temos 1 possibilidade, pois ele deve ser igual ao primeiro.

- Para o terceiro digito, temos 5 possibilidades, pois ele deve ser diferente do primeiro (e do segundo).
- Para o quarto digito, temos 5 possibilidades, pois ele deve ser diferente do primeiro (e do segundo).

A probabilidade é

6X1XxX5X%5 _ 25

~ 0.12
1296 216 0
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