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Probabilidade



Introducao

Diariamente, tomamos decisdes com relacao a eventos incertos:
Devo investir na bolsa?

Vale a pena fazer um plano odontolégico?

Devo contratar um seguro para 0 meu carro?

Devo levar um guarda-chuva?

Devo me matricular numa disciplina eletiva com baixa taxa de aprovac¢ao?
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Experimentos Aleatorios

Experimento: qualquer processo que produza uma observa¢ao ou resultado

Experimento Deterministico: € aquele que, dada uma acao controlada,
sabemos exatamente qual sera o resultado obtido

s Exemplo lancamento de um dado com todas as faces iguais a 6

2% Unico resultado possivel? 6

Experimento Aleatério: € aquele em que ndo se tem certeza sobre seus
resultados, a priori. Mutiplos resultados podem ser obtidos a partir de uma
unica acao. Cada vez que se repete 0 experimento, o resultado pode ser
diferente.

- Exemplo: Iangamento de um dado de seis faces
" Resultados possiveis: {1, 2, 3, 4, 5, 6}
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Probabilidade

Probabilidade: medida de incerteza sobre certos eventos ou caracteristicas de
interesse.

Tais eventos, em geral, estdo associados a experimentos aleatorios.
Aleatorizacao:

+ Jogar um dado.

+Jogar uma moeda.

Girar uma roleta.

Ex: para aleatorizar dois tratamentos entre pacientes, pode-se lancar uma
moeda. Se sair “cara” o paciente recebe a droga A, se sair “coroa”, recebe a droga

B.
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Exemplo: Lancamento de dado
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Vocé esta jogando Ludo: um dado é usado para movimentar as pecas.

Em certo ponto do jogo, durante a sua vez, o 6 sai 3 vezes seguidas e vocé vence
0 jogo!

Dentre os de 100 lancamentos do dado durante a sua vez, seu oponente no
jogo comenta que o 6 saiu 23 vezes.

Seu oponente entao reclama que o dado estava te favorecendo com tantos 6,
portanto o dado nao era “justo”.
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Exemplo: Lancamento de dado

Se 0 dado € “justo”, quantos 6 vocé espera que ocorram em 100 lancamentos?

Se um dado “justo” é lancado diversas vezes, esperamos que o0 6 ocorra 1/6 das
vezes.

100 lancamentos: 100/6 =~ 17 vezes.

E muito improvavel que o 6 saia 23 vezes em 100 lancamentos? Como verificar?

+ Lance o dado 100 vezes.
- Conte o numero de 6 que aparecem.

- Repita varias vezes esse processo.

Vocé obtém assim a distribuicao de frequéncias do 6 em 100 lancamentos do
dado.
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Simulacao 1: lancamento de um dado 100 vezes

Freq 12 21 28 6 20 13
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Simulacao 2: lancamento de um dado 100 vezes
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Freq 16 19 13 16 14 22
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Simulacao 3: lancamento de um dado 100 vezes

Freq 11 21 22 13 19 14
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Simulacao 3: lancamento de um dado 100 vezes

Show 10 + entries Search:
Lancamento Face 6 ocorre? Soma Acumulada de 6 Proporcdo Acumulada de 6
1 ndo 0 0
2 nao 0 0
3 sim 1 0.33
4 nao 1 0.25
5 ndo 1 0.2
6 sim 2 0.33
7 nao 2 0.29
8 sim 3 0.38
9 nao 3 0.33
10 nado 3 0.3
Showing 1 to 10 of 100 entries Previous 1 2 3 4 5 10 Next
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Simulacao 3: lancamento de um dado 100 vezes

Simulacao 3
1.00-

Proporgdo Acumulada de 6
o
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o

0.00-
0 25 50 75 100
Numero de Langamentos
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Simulacao 2: lancamento de um dado 100 vezes

Simulagao 2
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Simulacao 1: lancamento de um dado 100 vezes

Simulacao 1
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Simulacao: lancamento de um dado 100 vezes

A cada simulacdo (100 lancamentos e anotando o total de 6) obtivemos um resultado diferente: 13, 22 e
14,

Se repetirmos a simulacdao 1000 vezes, temos uma idéia da distribuicdo de frequéncias da proporc¢ao de
6 em 100 lancamentos.

300-

8 200-

Frequénci

0.1 0.2 0.3
Propor¢cao Acumulada de 6 em 100 langcamentos

Média: 0.167. Mediana: 0.17.
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Simulacao 4: lancamento de um dado 5000 vezes

0.4-

Proporcao Acumulada de 6
o
N

0.0
0 1000 2000 3000 4000 5000
Numero de Lancamentos

Com poucos lancamentos, a propor¢ao de 6 pode flutuar bastante, mas com o
aumento do numero de langcamentos, a propor¢ao acumulada de 6 estabiliza em

1/6.

n
iMECC 16/51



Lei dos Grandes Numeros

O resultado da simulacdo € um caso particular da Lei dos Grandes Numeros,
resultado provado em 1689 pelo matematico suico Jacob Bernoulli.

Se um evento de probabilidade p € observado repetidamente em ocasides
independentes, a propor¢do da frequéncia observada deste evento em rela¢éo ao
total numero de repeticbes converge em direcdo a p a medida que o numero de
repeticoes se torna arbitrariamente grande.
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Lei_dos_grandes_n%C3%BAmeros

Probabilidade

Em um fendmeno aleatério, a probabilidade de um resultado acontecer é a
proporc¢ao de vezes que o resultado ocorreu quando consideramos muitas
observacdes do fendmeno em questao.

* Quando dizemos que a probabilidade do 6 sair no dado é 1/6, estamos
dizendo que a proporcdo esperada de 6 em varios lancamentos
(observacdes) do dado é 1/6.

+ Quando a previsao do tempo diz que a chance de chuva para hoje é 70%, quer
dizer que para varios dias observados no passado com condicdes
atmosféricas equivalentes ao dia de hoje a proporc¢do observada de dias de

chuva foi 0.7.
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Como calcular probabilidades?

Em um fenébmeno aleatério, a probabilidade de um resultado acontecer € a
propor¢do de vezes que o resultado ocorreu quando consideramos muitas
observagdes do fenbmeno em questdo.

Esta definicdo nem sempre é Util.

Quando a NASA lancou o primeiro
Onibus espacial, como os cientistas
sabiam a probabilidade de sucesso?
Nao havia nenhum dado sobre
lancamentos no passado para que
se pudesse calcular a probabilidade
de sucesso.

i

B '; o ¥ '
R ]

Onibus espacial Columbia

IMECC 19/51



Probabilidade

Algumas vezes, € possivel fazer alguma suposicao sobre o fenédmeno aleatério
considerado.

Ao lancar um dado, podemos assumir que cada valor de 1 a 6 tenha a mesma
chance de ocorrer: 1/6.

Ao lancar uma moeda, podemos assumir que ela pode cair de um lado ou de
outro com a mesma chance: 1/2.

Outras vezes, podemos utilizar a distribuicdo de frequéncias observadas como
uma estimativa das probabilidades.
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Exemplo: dado

Estudar as probabilidades de ocorréncia das faces de um dado.

Procedimento Empirico: lancar o dado um certo numero n de vezes e contar o
numero de vezes, n;, que afacei = 1, 2, 3,4, 35, 6 ocorre.

Distribuicdo empirica das probabilidades:
n;
fi=""
n

Para diferentes vezes que esse experimento for realizado, a distribuicdao de
frequéncia tera resultados diferentes (exemplo anterior, lancamento de 100
dados, varias vezes).

No entanto, espera-se que esses resultados, apesar de distintos, sejam
semelhantes.
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Distribuicao de Probabilidade
Procedimento Tedrico: construir a distribuicao de frequéncias populacionais
(probabilidades) através de suposicdes tedricas.
Suposicoes:
s6 podem ocorrer 6 faces: {1,2,3,4,5,6};
o dado é perfeitamente equilibrado;

entdo, cada face deve ocorrer o mesmo nimero de vezes, ou seja f; = %.

Freq. Tedrica
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Espaco Amostral

Para quantificar incerteza em fendmenos aleatorios usando probabilidades,
precisamos primeiro especificar o conjunto de todos os possiveis resultados do

fendmeno em questao.

Espaco Amostral: todos os resultados possiveis do experimento (aleatorio),
denotado por Q = {w;, @y, ... }.

Probabilidade: P(w), para cada “ponto amostral” w.

n
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Exemplos de Espaco amostral

1. Se o fendmeno considerado é observar o sexo de uma crian¢a ao nascer:

pee
f - -~ \‘. . / = ~ ™
{ S \

:,n‘\ [ B Vot !\‘1\_‘ r_tcn 5
@1 (.I .\
I} -
Q={F,M} " |

1. Se 0 experimento consiste em observar os resultados ao lancar uma moeda
duas vezes:

Q= {w,wr, w3, w4}
w; = (C,C),w =(C,X);, w3 =X, C); wg = (X, X)

C=cara e X = coroa
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Exemplo: dois dados

Experimento é lancar dois dados (1 vermelho e 1 verde) e anotar os valores:

Q= {(,1),1,2),,3),(1,4),(,5),,6),
2,1),(2,2),(2,3),2,4),(2,5),(2,6),
(3,1),(3,2).(3,3),3,4),(3,5),3,6),
(4,1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5), (4,06,
5, 1D,(5,2).(5,3),5,4),(5,5),5,6),
(6, 1), (6,2), (6,3),(6,4), (6,5), (6,6)}

SEEEEE
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A
SEEEE
R

ge 25/51
IMECC



Exemplo: testinho surpresa

Testinho surpresa com trés questdes de multipla escolha.
Em cada questdo ha 5 alternativas, apenas 1 é correta.

Experimento: anotar o resultado do aluno no testinho.
Ex: CCI significa que o aluno acertou as duas primeiras questdes e errou a Ultima.

Q = {CCC,CCI, CIC,CIL ICC,ICIIIC, III)
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Evento

Evento é um subconjunto do espago amostral. Denotamos eventos pelas letras

A, B, C, etc...

Dizemos que o evento A ocorreu sempre que o resultado observado pertencer

ao subconjunto de elementos do evento A.

- Experimento € lancar dois dados (1 vermelho e 1 verde) e anotar os valores:

Q={,1),(1,2),(,3),1,4),(1,5),(1,6),
(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(2,06),
3,1D,(3,2),(3,3).(3,4),(3,5), 3, 6),
(4, 1),(4,2),(4,3),(4,4),(4,5),(4,6),
(5,1, (5,2),(5,3),(5,4),(5,5), 5, 6),
(6, 1), (6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)}

Evento: soma dos valores é igual a 3.

A=1{(1,2),2, 1)}

P
iMECC
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Exemplo: testinho surpresa

Q={CCcCc,ccL,clIc,clLicc,icr1c, 1}
Evento: o aluno acertou pelo menos duas questdes e foi aprovado.

A ={CCC,CCL CIC,ICC}
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Probabilidade de um evento

Cada elemento do espa¢o amostral tem uma probabilidade de ocorrer.

Portanto, cada evento (subconjunto do espaco amostral) também tem uma
probabilidade.

Duas regras:
+ A probabilidade de cada elemento do espa¢o amostral deve estar entre O e 1.

+ A soma das probabilidades de cada elemento do espaco amostral deve ser
igual a 1.

imtce 29/51



Exemplo: lancar uma moeda duas vezes

C =cara

X =coroa

Q= {w,m, 03,04} = {(C, C),(C,X), (X, C), (X, X)]
Entdow; = (C,C); w, = (C,X); w3 = (X, C) ews = (X, X).

- Considerando que a moeda é honesta:
1 .
P(a),-)zz, Vi=1,2,3,4.

* Sejaoevento A = {w, w4} = obter duas faces iguais:

1 |
PA) = P{wi,w4}) = P(w1) + P(wy) = it

2 1
4 2
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Equiprobabilidade

Q={w,...,w,} finito.

Equiprobabilidade: Todos os elementos do espaco amostral tem a mesma
probabilidade de acontecer, ou seja,

1 .
Plw;) = —, Vi=1,2,....,n
n
SejaA = {wy,,...,ws, } umevento em £ com m < n pontos amostrais,

entao

P(A) = %
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Probabilidade de um evento

A probabilidade de um evento A, denotada por P(A), é obtida somando as
probabilidades de cada elemento do espaco amostral que pertence ao evento A.

Quando cada elemento do espaco amostral tem a mesma probabilidade de
ocorrer:

numero de elementos no evento A

P(A) =
“4) numero de elementos do espaco amostral

n
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Exemplos

Exemplo 1: moeda honesta é lancada umavez Q = {C, X}
P(C) = P(X) = 5

A= {C) — PA) = 3

Exemplo 2: moeda honesta € lancada duas vezes

Q= {(C,0),X,C),(C,X),(X,X)}
P(C,C)=PX,C)=P(C,X) =PX,X) =

N NS I N

A= {XX),(C,C)} — P(A) =

DO —
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Exemplo: dado honesto e lancado uma vez

Q= {w, w2, w3, w4, W5, V¢ }

emquew; =facei,Vi=1,2,3,4,3,6.

S B HE

Como o dado é honesto, P(w;) = %.

Seja o evento A = {a face € um namero par} = {w,, w4, wg} = {2,4,6}

3 1
P(A) = P({2}, {4}, (6}) = PQ) + P&) + P(©) = = = -
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Propriedades: Modelo Tedrico

(Q, P): Propriedades:
- €2 é 0 espaco amostral. - 0 < PA) L1, VeventoA emQ.
- P é probabilidade em Q. - P(Q) = 1.
* Seja A um evento em Q. - P(@) = 0.

* (@ é um conjunto vazio ou evento
impossivel.
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Exemplo: Alunos de um Instituto

Matematica Pura (MP)

Matematica Aplicada (A) 15 15 30
Estatistica (E) 10 20 30
Computacao (C) 20 10 30
Total 115 85 200
Escolhendo um aluno ao acaso:
110 0
P(MP —— = 0.550 P(E = 0.150
(MP) = 200 (E) = 200
115 5
PM = 0.575 P(F) = — = 0.425
(M) = 200 (F) 200

IMECC
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Exemplo: Alunos de um Instituto

Matematica Pura (MP)

Matematica Aplicada (A) 15 15 30
Estatistica (E) 10 20 30
Computacao (C) 20 10 30
Total 115 85 200

Seja o0 evento I: escolher ao acaso um aluno e ele ser estudante de estatistica e do sexo masculino.

I = ENM,oevento ] é aintersecdo dos eventos E e M.

10
PENM) = o =005
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Intersecao de Eventos

A intersecdo de A e B consiste de elementos do espaco amostral que pertencem
tanto ao evento A quanto ao evento B.

Denotamos A N B:
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Uniao de Eventos

A unido de A e B consiste de elementos do espaco amostral que pertencem ao
evento A ou ao evento B.

Denotamos A U B:

ou

Na figura da direita, A e B sdo denominados disjuntos, poisA N B = &.
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Probabilidade de Uniao de Eventos

A U B contém elementos dos eventos A ou B.

Para calcular a probabilidade de A U B, podemos entdo somar a probabilidade de A ocorrer e a
probabilidade de B ocorrer.

Problema: ao fazer isso, estamos somando a probabilidade de A N B duas vezes.

Forma correta: P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

P(AUB)

P(A) + P(B) = P(ANB)

¢
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Exemplo: Alunos de um Instituto

Matematica Pura (MP)

Matematica Aplicada (A) 15 15 30
Estatistica (E) 10 20 30
Computacao (C) 20 10 30
Total 115 85 200

Seja U o evento: escolher um aluno ao acaso e ele ser estudante de estatistica ou do sexo masculino.
U = E UM, oevento U é uma unido dos eventos E e M.
P(EUM) =P(E)+ PM)—-P(EENM)

30 115 10
P(E =0.150 PM = 0. PENM)=— =0.
(E) = 555 = 0150 P(M) = 5= = 0.575 (EnM) = 5 = 0.050

P(EUM) =0.150 4+ 0.575 = 0.050 = 0.675
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Exemplo: Alunos de um Instituto

Matematica Pura (MP)

Matematica Aplicada (A) 15 15 30
Estatistica (E) 10 20 30
Computacao (C) 20 10 30
Total 115 85 200

No caso de eventos mutuamente exclusivos ou disjuntos, a intersecdo é vazia ().
Probabilidade de escolher um aluno ao acaso e ele ser estudante da matematica pura e da computacao:
PMPNC)=P@) =0

Probabilidade de escolher um aluno ao acaso e ele ser estudante da matematica pura ou da
computacao:

P(MP U C) = P(MP) + P(C) — P(MP N C) = P(MP) + P(C) = % = 0.700
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Exemplo: Qual a chance de cair na malha fina?

80.2 milhdes de declaracdes (2002).

(para simplificar, uma frequéncia de 90 representa 90.000).

D - abaixo de 25000 14010
C - 25000 a 49999 71 30629
B - 50000 a 99999 69 24631
A - acima de 100000 80 10620
Total 310 79890

14100

30700

24700

10700

80200

Qual o espa¢co amostral?

Q = {(A, sim), (B,sim),(C, sim),(D,sim),(A,na30),(B,na0),(C,nao),(D,na0)}

E um fenémeno equiprovavel?
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Exemplo: Qual a chance de cair na malha fina?

D - abaixo de 25000 14010 14100
C - 25000 a 49999 71 30629 30700
B - 50000 a 99999 69 24631 24700
A - acima de 100000 80 10620 10700
Total 310 79890 80200

Se escolhermos uma declaracao de 2002 aleatoriamente, qual a probabilidade dela ter caido na malha
fina (evento Z)?

310

Z = {(A, sim), (B,sim),(C, sim),(D,s1 P(Z) = — = 0.004
{(A, sim), (B,sim),(C, sim),(D,sim)} = (2) 20200
Qual a probabilidade dela ter renda acima de 100.000 (evento Y)?
10700
Y = {(A, sim), (A,na PY)=—=0.133
{(A, sim), (A,néo0)} = (Y) 20200
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Exemplo: Qual a chance de cair na malha fina?

- abaixo de 25000 14010 14100
C - 25000 a 49999 71 30629 30700
B - 50000 a 99999 69 24631 24700
A - acima de 100000 80 10620 10700
Total 310 79890 80200

Se escolhermos uma declaracao de 2002 aleatoriamente, qual a probabilidade dela ter renda acima de
100.000 e ter caido na malha fina (evento W)?

W=2ZnY = {(A, sim)}

80
PW)=PZnY)= 20200 — 0.001
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Evento complementar

No caso geral, sejam A e B subconjuntos de Q:

- AN B =evento em que A e B ocorrem simultaneamente.
- AU B = evento em que A ou B ocorrem.

- PAUB) =PA)+ P(B)— P(ANnB).

- se{ANB} =@, entdo P(AU B) = P(A) + P(B).

Dois eventos A e B sdo complementaresse ANB = @PeAUB = Q.
A
- como P(A) + P(B) = 1,entdo P(B) = 1 — P(A)

* B é denotado por B = A€ (indicado na cor laranja).
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Exemplo: Cartoes de Crédito

Um estabelecimento aceita Visa ou Mastercard. Dentre
os clientes, 22% possuem Mastercard, 58% possuem
Visa e 14% possuem os dois.

Qual a probabilidade de que um cliente tenha pelo
menos um destes cartdes?

Espaco amostral: Q = {V, M, VM, N}, onde V="tem s6 Visa", M="tem sé
Matercard”, VM="tem Visa e Mastercard”, N="nao tem Visa nem Mastercard".

Evento A: cliente possui Mastercard. A = {M, VM}
Evento B: cliente possui Visa. B = {V, VM }

P(A) = 0.22
P(B) = 0.58
P(ANB) = 0.14
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Exemplo: Cartoes de Crédito

A U B: cliente possui pelo menos um dos cartées., AUB = {V,M,VM}.

PAuB)=PA)+ PB)— P(ANB) =0.2240.58 — 0.14 = 0.66.

Evento C: cliente ndo possui nenhum dos cartdes. C = {N}

C é complementar de A U B, pois:
CUAUB)=QeCNAUB)=0@.

Entio P(C) = 1 — P(A U B) = 0.34.
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Exemplo: Cinto de seguranca e acidentes

Sim (C) 414368 414878
Nao (C) 162527 1601 164128
Total 576895 2111 579006

Q= {(C,9),(C,5),(C,9,(C,9)}

Se selecionarmos um registro ao acaso, qual a probabilidade dele conter uma
morte registrada?

P(S) = 2111 = 0.0034
579006
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Exemplo: Cinto de seguranca e acidentes

Sim (C) 414368 414878
Nao (C) 162527 1601 164128
Total 576895 2111 579006

Q= {(C,9),(C,5),(C,9,(C,9)}

Se selecionarmos um registro ao acaso, qual a probabilidade de constar que o
cinto nao foi usado?

P(C) = 164128 0983
579006
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Leituras

- Openlintro: secao 2.1.
+ Ross: secOes 4.1, 4.2,4.3, 4.4,

Slides produzidos pelos professores:

- Samara Kiihl
- Tatiana Benaglia
- Larissa Matos

- Benilton Carvalho
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https://www.openintro.org/stat/textbook.php
http://www.sciencedirect.com/science/book/9780123743886

